Le théoréme de Burnside et certaines de ses
applications

22 janvier 2017

Dans tout ce qui suit, V est un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Lorsque l € V* et 2 € V, on note < z,[ >= [(z) ce qui définit une applica-
tion linéaire de V' x V* — C.

Préliminaire : Soit W un sous-espace vectoriel de V*, différent de V*. Mon-
trer que I'intersection des noyaux des éléments de W est non nulle.

1 Le théoréme de Burnside

Soit A une sous-algebre de L(V). On suppose, dans tout le I, que A agit
irréductiblement sur V, ce qui signifie que les seuls sous-espaces de V stables
par tous les éléments de A sont V et {0}.

L

Soit z € V,  # 0. On pose, ici et dans la suite : V; = {a(z)|a € A}.
Prouver V; =V,

1.2

Soit r = min{rg(a)|a € A}. On veut prouver » = 1. Raisonnant par 1’ab-
surde, on suppose : 7 > 1, et on choisit f € A de rang r.

a) Justifier I'existence de (z,y) € V2 tel que (f(z), f(y)) soit libre.

b) Montrer qu’il existe g € A tel que g(f(z)) = v.

Montrer alors que (f, fgf) est libre (dans L(V).)

c) Vérifier que Im(f) est stable par fg. En déduire I'existence de A € C et

de v € Im(f) \ {0} tels que f(g(u)) = Mu.
d) Montrer : 0 < rg(fgf — Af) < r. Conclure.



1-3
a) Si ¢ € L(V), établir que rg(4) = 1 équivaut a :
Jz e V\{0},3l e V*\{0},Vz €V, ¢(z) =< z,l > 2.

b) Soient F" un sous-espace vectoriel de V*, (ly ..., ;) une base de F. Montrer
que

F°={zeFE|VleFl(z)=0}
est l'intersection des noyaux de Iy,...,1, et en déduire sa dimension. Que
dire si F est réduit & {0} 7
c) Soient fo dans A, de rang 1, et (29,lp) € V x {V*} tels que

Ve eV, fo(z) =< z,lp > 2.

Démontrer que l'on a : F = {lgoa,a € A} = V*.
é) Etablir que A contient tous les endomorphismes de rang 1 de V, puis que
A=L(V).

14

a) Le résultat précédent subsiste-t-il si ’on remplace C par R.?

b) On revient aux hypothéses de départ. Soit G un sous-groupe de GL(V)
ne stabilisant aucun sous-espace non trivial de V. Prouver que I’'on peut
trouver une base de L(V) formée par n? éléments de G, soit (g; ..., gn2).
Démontrer que I'on peut alors trouver une autre base de L(V), (97, ..., g%2)
telle que Tr(gigy) = d;j si 1 < 435 < n?

2 Un critere de finitude pour les sous-groupes de

GL(V)

G est ici un sous-groupe de GL(V') formé d’endomorphismes diagonalisables,
et tel que la réunion des spectres de éléments de G soit un ensemble fini. On
se propose de prouver que G est fini.

2.1

On suppose que G ne stabilise aucun sous-espace non trivial de V. En uti-
lisant la base (g5)1<j<n de I - 4. b), montrer que G est fini.

2.2

On revient au cas général. Vérifier qu'il existe s € N* tel que, pour tout
9¢€G, ¢°=1Id.



2.3

a) Supposons que G stabilise le sous-espace non trivial X de V. Soit ¥ un
suplémentaire de X dans Y , et p et g les projections d’images respectives
associces & la décomposition : V= X @Y. On pose : Gx = {poyg|x,9 € G}
et Gy = {goygly,g € G}. Etablir que Gx et Gy sont des sous-groupes de
GI(X) et GI(Y') respectivement, puis que Papplication ¢ de G vers Gx X Gy
par g — (pog|x,gogly) est un morphisme de groupes injectif.

b) Terminer la démonstration.

3 Le théoréme de Lie-Kolchin

On suppose que G est un sous-groupe de GL(V) tel que Yg € G, spec(g) =
{1}. Montrer qu’il existe une base de trigonalisation de G (On s’inspirera
des méthodes précédentes.)

4 Le théoréeme d’Artin-Wedderburn

Une C-algebre est dite simple si et seulement si ses seuls idéaux bilatéres
non triviaux sont elle-méme et ’idéal nul.

4.1

Vérifier que M, (C) est une C-algébre simple.

4.2

Soit A une C-algebre simple de dimension finie et soit I un idéal & gauche de
A, de dimension > 1 et minimale parmi les dimensions des idéaux & gauche
non nuls de A.

a) Soit, pour a € A, 0, l'application I — I,z — az (justifier). Vérifier que
6:A— Lc(I), a6, est un morphisme d’algébres complexes.

b) Montrer que Ker(8) = {0}.

c) En utilisant le théoréme de Burnside, prouver :

Im(8) = Le(]).

4.3

Vérifier qu’il existe n € N tel que A soit isomorphe & I’algtbre M, (C).
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1) a) D’apreés le théoréme du rang, on a, pour tout entier  :
n = dim Kerv® + dim Im v

et par ailleurs: . '
Keru' C Keru'™ et Imuit! € Imu?

Il en résulte immédiatement I’équivalence ;
Keru' = Keru*! <= Imu* = Imuit!

Supposons maintenant que Keru® = Kerui*! et soit z € Kerui+2. On a donc ui*2(z) =0
et par suite u(z) € Keru™! = Keru' et donc wi*!(z) = 0. On en déduit d’abord que
Keru*? c Keru™*! et donc que Kerui*? = Kerui*! et enfin par récurrence, pour tout entier

J 21, Keru/ = Keru!. Compte tenu de la premiere équivalence établie dans cette question, on
en déduit:

Vi 2 i Imu? =Imu?

b) Supposons que Keru'® est différent de E. On a donc Imu! # 0. Si alors Keruit! était
€gal & Keru', on aurait pour tout entier 721 Imw =Imu? eten particulier ImwP*t = Im? or
uP*t = uPy? = 0 et donc ImwP* = (0) = Imut. Ce qui est impossible. 11 en résulte bien que si
Keru® est différent de £, il est aussi différent de Kerwuitl,

c) Il résulte de la question précédente, compte tenu du fait que pour ¢ < p, u’ # 0, que pour
i <p Keru® # E etdonc Keru® # Keru*+!. La dimension du noyau de u* croit dont strictement

avec ¢ sur I'intervalle [0, p]. Il en résulte que pour tout 5 < p,onadimKeru* > i etdonc p < n
et par suite u™ = 0.

Sip=n,ona:

0 = dimKeru® < dimKeru < dimKeru? < ... < dimKer "~} <dimKeru®=n

et donc: .
Vi<n dimKeru® =i
2) a)Onan—h3>1etdonc uh #+ 0. et d’autre part :
0= dimKeruO < dimKeru < dim Ker 12 <...<dimKeruh=p

Donc pour j € h, dimKerw/ = j et le rang de u’ est n — ;.
b) Le théoréme du rang appliqué a la restriction de » & I’espace Imu* donne:

dimImu’ = dimImu*** + dim (Imu! N Ker u)

¢) D’aprés le a), on sait que la rang de u est n — 1 et par suite, la dimension de Keru
est 1. On a donc pour tout 4, dim (Imwu? N Keru) < 1. 8i Imu’ nKeru = 0, alors, d’apres le
b),Imu = Imuitl = | = Imy = O etdonc i > p, si p est I’indice de nilpotence de u. Pour
¢ <ponadonc dim(u NKeru) =1 et dimImu’ = dim [m i+ +1.Comme dimImu=n—1,
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On en déduit par récurrence SUr ¢ que pour i < p, dimImu*! = dimImw* =1 =n— (i + 1).On
a donc dim I y? — " —p =0 et par suite n = p. L'indice de nilpotence de u est n.

3) a) Notons d’abord que u étant de r
tout j te] que 1< j<r, dimKery/ —
Par ailleurs Kep y — FnXKeru et donc
donc appliquer les résultats précédent
est la dimension de F. Op adonc:

ang n — 1, son indice de nilpotence est n et on a pour
J- w étant nilpotent, v I'est aussi et donc dimKeru > 1.
dimKerv € dimKeru =1 et donc dim Kerv = 1.0n peut
s & v endomorphisme nilpotent de F de rang r — 1 ol r

Vi, 1< <r, dimKery? = j = dim Ker v/

comme par ailleurs Ker v/ ¢ Ker ul,

Vi, 1<j5<r, Kervl = Ker v’
¢t en particulier:

F=Xeru" = Kery"

b) 1 résulte d
forme Kerqyr
vectoriels de

e la question précédente
» comme par ailleurs de te]
E stables par u sont exacter

que les sous-espaces de E stables par u sont de la
S Sous-espaces sont stables par u : les sous-espaces
ment les espaces Keru” pour 0 < r < n.

4) a) Soient A0,y .., Aary des réels tels que:

> Awd(z) =0
0<ign—1
En prenant I'image du premier membre successivement

et compte tenu du fait que uP~l(z) # 0 et uk(z) = 0 pour £ > n, on obtient successivement

Ao=0=X=. = An—1. Les vecteurs u*(z) pour k variant de 04 n — 1 forment donc un
Systéme libre de n vecteurs donc une base de E.

b) Notons d’abord que si feE*ona

par w™~! puis par w2 jusqu'a w0,

(fu)?(f) =t u(fou)z(fou)ouzfouz

Par récurrence sur i on en déduit -
Vi2 0 (uf(f)=foul e ‘()= ()

Pour i > p tui(f) = 0, I’endomorphisme *u de E* est donc nilpotent et son indice de
nilpotence est < p. Montrons que cet indice de nilpotence est p. Comme f n’est pas orthogonal
a uP~Y(z), < wP"(z), f >= f(uP~(z)) 5 0. On en déduit d’abord que fouP~! <0 et donc que
"uP~1(f) # 0 soit *uP~1 £ 0 et enfin que I'indice de ty est . o

De la question précédente appliquée a I’endomorphisme ‘u et au vecteur f, on déduit que

les vecteurs *u’(f) pour 0 < 1 < p— 1 forment un systéme libre dans E* et la dimension de H'
est donc p. La dimension de son orthogonal H est donc n — D.

c) Notons d’abord que si w est un endomorphisme de E, g € E* et y ¢ E alors:
<y, w(g) >=* w(g)(y) = (g ow)(v) = g(w(y)) =< w(y),g >
Soit y € H. *u**1(f) estun élément de H’ et est donc orthogonal & y il en résulte :
Vi, 0<i<p—1, <u(y), v (f) >=<y,tu*(f) >=0

¢ 212 ’ 1A
Donc u(y) est orthogonal & tous les éléments de H’ et donc est élément de 1 orthogonal de A
qui est H. On a ainsi prouvé que u(H) C H, c’est & dire que H est stable par u.

G est de dimension p et H est de dimension n—p, donc pour démontrer que E est somme
directe de G et H, il suffit de démontrer que GN H = (o).



Soit y € GN H. Tl existe des réels ay tels que:

Y= Z akuk(:l?)
0<k<p-1
Montrons que les a; sont nuls. P
On a wP~(y) = aguP~}(z) et uP~1(y) est élément de H et est donc orthogonal & f ainsi:

<y PN (f) >=< P Yy), f >=0=ag <" }(z),f >

Et comme, par hypothése, f n’est pas orthogonal 2 u?=1(z) on en déduit que ao est nul.

Pour démontrer que a; est nul, on recommence un raisonnement analogue en écrivant que
uP~2(y) = quP~1(z) et ainsi de suite par récurrence on démontre que tous les a, sont nuls et
donc que y estnul. Onadonc E=G @ H.

d) On démontre le résultat par récurrence sur la dimerision n de E. On peut supposer dans
cette question n > 1 bien que dans ’énoncé on suppose n > 2. Si n =1 tout e:ndomorpkilsme7
nilpotent est nul et le résultat & démontrer est trivial. Supposons n > 2 etque le résultat est établi
pour un espace de dimension strictement inférieure 2 n. Soit v un endomorphisme nilpotent.
Si son indice de nilpotence est p > 1, on a d’apres la question précédente E = G @ H avec G
qui est stable par u et la restriction v de u & G est d’indice p. On applique alors l’hypothesp de
récurrence 2 H, dont la dimension est strictement inférieure a celle de E, et l’endomo_rphlsrne
w restriction de » & H dont on a vu qu’il était bien stable par u. H est alors somme directe de
sous-espaces stables par w, et donc par u et dont la dimension est égale a l"1nd1c§: de nilpotence
de larestriction a ces sous-espaces de w donc de et en ajoutant G, on obtient ble_n pour E une
décomposition du type souhaité. Si p = 0 c’est & dire si «=0, on peut encore écrire E comme
somme directe de n droites vectorielles qui sont évidemment stables par u, les restrictions de
u & ces droites étant d’indice 1.

1L
1) a) On a:
[u, vw] = vvw — vwu = (v — vu)w + v(vw — wu) = [y, v]w + vy, w)
Supposons d’abord que P = X* et démontrons le résultat par récurrence sur k. Pour

[a,6°) =@ —a =0 = abP'(b)
Supposons que pour k > 1 et P = X

[a, P(b)] = [a,b¥] = abP’(b) = kab*
Alorssi P = Xk+1 ;-
[a, P(8)] = [a, 5**1] = [a, bb¥] = [a, B]b* + b]a, b¥) A [a, BBk + kab®*! = (k + 1)abk+! = abP'(b)
On a ainsi démontré que pour tout polynéme P de la forme P = X*, ona:
la, P(8)] = abP'(b)]
Comme les deux membres de cette égalité dépendent linéairement de P, cette égalité reste
valable pour tout polynéme P.

De I"égalité précédente on déduit :

VkeN ab® — bka = kabt* et b*a = ab® — kad*



Soit 2 € Kerb*, on a: "
b*(a(z)) = a(b¥(z)) — ka(b*(z)) =0
et donc a(z) € Kerb*. Ce qui prouve que Kerb* est stable par a. : ,
] 2 n n
b) L'espace £(E) étant de dimension finie n?, les n” + 1 vecteurs 8%,b,b ""’?3 (b)oi"ng)el
un systeme li€ et donc il existe un polyndme non nul de degré minimum Fo tel que 5(0) =0 .

Considérons le polynéme Q = dP — XP,. De la relation démontrée au ’b, 1_1 resultc:
immédiatement que bPy(b) = 0 et donc Q(b) = 0. Or le polyndme Q est de degrersdtrlctem‘exll
inféricura d et donc il est nul. Le polyndme Py peut s’écrire sous Ja forme Py = a1 X4+ R ot le
degré de R est strictement inférieur 3 d. On a alors: Q=0=dR-XR'eten examn.]anft I.e ter}ne
de plus haut degré de dR — X R’ on voit que le polynéme R de degré strictement inférieur a d
gst nécessairement nul.On a donc Py = a, X< avec a; # 0. On a donc b% = 0 et b est nilpotent

2) a) b est un endmorphisme nilpotent de E de rang n — 1, donc d’apres le I 1) et 2), I’indice
de nilpotence de b est n et pour tout k < n la dimension de Ker b* est .

En particulier la dimension de Keru™~! est n—1 et le rang de p™~! est 1.

Il existe donc un vecteur z non nul de E tel que b"~*(z) # 0. Posons alors:

Vk € [1,n] ) = by_k(z)
D’aprés la question 14 a) les vecteurs z; forment une famille libre et :
Vk € [1,n) Vi€ (LK b5(z) = b"Hri(z) =0

La famille z;,..., z« est donc, pour tout k une base de Ker b*.

b) Kerd est de dimension 1 et z; constitue donc une base de Kerb. Par ailleurs on a

ab—ba = ab et donc b(a(z;)) = a(b(z1)) - ab(z1) = 0. le vecteur a(z;) appartient donc au
noyau de b dont z; est une base. Il existe donc A € R tel que a(z;) = Az;. Donc z; est vecteur
propre de a et A est la valeur propre associée.

Ona:
a(zx) = ab" *(z) = b"Fa(z) + a(n — k)b (z)

Puisque b est nilpotent le dernier membre écrit est élément de Kerb*. La matrice de « dans la

base (zy,...,zx est donc triangulaire supérieure.Appelons A I’élémént de cette matrice située
sur la kéme ligne et kéme colonne. On a A; = ). Posons:

Yk € [L,n] a(zk) = Mk + yron

ol yj est un vecteur de Kerb*~1,On a:

a(zk) = ablzrt1) = ba(zr1) + ab(zrrr) = ba(zriy) + axy

donc
a(zk) = Akzk + Yr—1 = ba(zx11) + azy

Par ailleurs, pour k < n =1, a(zks1) = Apy1Zre1 + yx et ba(zr41) = Ak+12x + b(yk). On en
déduit:

a(xr) = Ak + Yk—1 = Mgs12k + b(yx) + azy
etdonc:
(M = Akt1 — )Tk = Y1 + b(y) € KerpF—?

1. Pour les gens savants et notamment les g on peut prendre pour Py le polyndme minimal de b et si d’ailleurs

on impose & Py d’avoir 1 comme coefficient directeur, Py est nécessairement égal au polyndme minimal de b.

2. Outre la solution suggérée par I'auteur on pouvait remarquer que ’égalité : ¥k € N*: abk — bkg = kab* il résulte
que si b* # 0 alors b* est vecteur propre de I'endomorphisme de £(E) qui & u € £(E) associe au — ua, et la valeur
propre associée est k. Or un tel endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie ne peut avoir quun nombre
fini de valeurs propres distinctes et donc il existe k tel que b* = 0.



elcomme z; & Kerbk—1, on en déduit -

Me—=Ap1—a=0 et Ae+1 = A —a
Comme X, = A on en déduit que::
Vk e [l,n) M =A—(k=1)a

Les A, sont les valeurs propres de a et en particulier A — (n — 1)a est valeur propre de a.
La forme de la matrice de o dans la base zi, ..., z) est donc:

A a2 a3 Qin
0 )\—CY Q93 az2n
0 0 ,\—(k—l)a Qkk+1 - Qkn
0 0 A—(n—-1e

Z N

¢) Soit z un vecteur propre de a associé 4 la valeur propre . Ona:
a(b(z)) = bla(z)) + ab(z) = (1 + )b(z)

De sorte que si b(z) # 0, b(z) est vecteur propre de o associé a la valeur propre u + o.

d) a admet n valeurs propres distinctes A — ka, pour 0 < &k < n — 1. La forme de la matrice
de o par rapport a la base x, ..., z; montre que les sous-espaces Kerb* contiennent tous les
vecteurs propres correspondant aux valeurs propres A — i pour ¢ £ k — 1. Le vecteur propre
en correspondant a la valeur propre A — (n — 1)a ne peut donc pas appartenir a Kerb™ ! qui
contient déja les vecteurs propres correspondant a toutes les autres valeurs propres. On a donc:

5 (en) #£0

On peut donc appliquer ce qui a été fait au 2 a). Les vecteurs ey = b*~*(e,) forment donc une
base de E et pour tout k > 2, b(ex) = ex—1.Ona:

a(en—1) = ab(en) = ba(en) + ablen) = (A = (n — 1)aen-1 + @en-1 = (A — (n — 2)a)en_;
et on démontrer par récurrence descendante que:
VEk € [1,k] alex) = (A= (k= 1)a)ex
Labase ey,...,e, diagonalise donc a et la matrice de a par rapport & cette base est:
diagonale(A X —¢a,..., A= (n = 1)a)

La matrice B de b par rapport & cette base a tous ses éléments nuls sauf ceux qui sont situés
au-dessus de la diagonale principale qui sont égaux a 1 c’est a dire:

0 1 0 ... 0
B=B=|"y g 1
0 ... ... ... 0

III.

1) Ona: .
(a +ﬁ)[bv C] = a[b: c|] + B[b, c| = [ab, c] =+ [b:ﬁc] =



= ,2 - 612 =0
= abe — bac — cab + cha + bac — bea — acb + cab = a[b, ] — (b da=a

ctcomme [b,c] = a # 0, on en déduit que 8 = —a.

H A a '
2) a) La somme des valeurs propres de a est la trace de a et d’aprés le I1Z, on

n(n—1)
tra= Z (A = ka) =n)\———2———a

0gkgn—-1

Par ailleurs a = be — ¢b et donc tra = 0 et donc
-1
A= n 5 o
Les valeurs propres de a sont donc:
— 9
A = Ma 1<k<n

o

. ] -1 . . ,
On constate que Ap = 0 si et seulement si k = n_2_ et donc si n est pair, 0 n’est pas valeur

propre de a etdonc le rang de a est n. Si n est impair, 0 est valeur propre simple de a, le noyau
de a est donc de dimension 1 et q est de rang n —1.

b) Les valeurs propres de a étant simples les sous-espaces propres sont de dimension 1. Soit
€x Un vecteur propre associé a A\, ona:

[a, c](ex) = —ac(ex) = (ac - ca)(ekf;c(ek);)\c(ek)

et donc:
a(cer)) = (A — @)clex)

ce qui signifie que si ¢(ex) £ 0), alors c’est un vecteur propre associ€ a (Ax — &) = Ax.;. En
conclusion:

VE 1<kgn iy clex) = Uk€k+1

Pour déterminer p,nous utilisons :[b,c] = a. Donc pour 1 < k < n — 1 et en convenant que
e-1=0,

be(er) — cb(ex) = aley)
soit
fb(ers1) = clex—1) = Aeey,
(kg = pr-1)ex = Agey
On en déduit que px = A + i1 et comme pg = AL

oY (1.
VE 1<k<n—1 = Z X = Z o Oz+l=ak(n‘) k)
1<k 1igk =

&~

Les matrices A, B, C de a,b, ¢ par rapport 2 la base (e1,...,e,) sont:

MO0 .. 0 0 1 0O ... 0 0 0 g
A: B= I - . . C: 751
o 0 0 ... ... 0 1 O
' n 0 0 0 0 Hn=1 0
avece ok ]
VEl S k< n ,\k=n_2+ a
et I
VE 1<k<n—1 p= (”2“)



Onsu i . 5
certairlljf%ze maintenant que a, b, ¢ sont des endomorphismes dont les matrices par rapport a une
se (e1,...e,). Pour montrer qu’ils vérifient les conditions données au début du III,

il suffit d’ i 4
qo « td eéammer comment sont transformés les vecteurs de base. Par exemple (en convenant
-1 = N

|4, B](ex] = AB(ex) — BA(ex) = (\u—1 — M) = aes—1 = aBlex)

et donc:
[A4,B] =B
Les autres relations se démontrent de la méme fagon.

Les pui, étant non nuls le rangde cestn—1.

c) Soit F un sous-espace vectoriel de E non nul et stable par a, b et c. Les endomorphismes

b et ¢ étant nilpotents et de rang n — 1 et laissant F stable, on a, si k£ est la dimension de F,
F = Kerb* = Kerc*. Or avec les notations de la question précédente une base de Kerb* est
€1,--.,€ etune base de Kerc® est e, 3_,...,E,. On a donc nécessairement k=n et F = E.
On a ainsi démontré que les seuls sous-espaces de E stables par a,b et c sont {0} et E.

3) a)
Démontrons la formule proposée par récurence sur i. Pour 7 = 1, elle s’écrit:

[b,¢] =pl
Supposons la vérifiée pour I’entier i. On a alors:
b, = [b,cic] = [b, &|c + ¢ [b,¢) = i (a — (i — 1))+ cla =

=ictlac—i(i — 1)t + cla = ic"}ac — ca +ca) —i(i — 1)t + cla =
=ic =2+ ca) —i(i — 1)t + cfa = =2ic' + (i + 1)cfa —i(i — 1)c* = (i + 1)c(a —iI)
et la formule annoncée est ainsi démontrée.
Nous avons déja remarqué que c est nilpotent, soit alors p € N* tel que ¢ =0 et P~ £ 0.

On a alors [b,cP] = 0 et donc ¢?~!(a— (p — 1)) =0 et comme ¢! # 0 alors a — (p — 1)1 est
nécessairement non inversible. Ce qui signifie que p — 1 est valeur propre de «.

b) Soit X la plus grande valeur propre de a et = un vecteur propre associé. Soit F' le sous
espace vectoriel engendré par les vecteurs ¢*(z) pour k € N. F est non nul (puisqu’il contient
z) et est stable par ¢. Montrons qu’il est stable par a et b.

D’apreés le IT I'b) et compte tenu de [a,c] = —2c¢, on a pour tout entier X :
ack(z) = cfa(z) — 2kcF(z) = (A - 2k)c*(z)

donc F est stable par a et les vecteurs ¢*(z) sont soit nuls soit vecteurs propres de q.

De [a,d] = 2b, on déduit que ab(z) = (A + 2)b(z). Or d’aprés le choix de A, A +2 ne peut
pas €tre valeur propre de a et donc b(z) = 0. :

De la question précédente on déduit, pour tout entier k > 1:

bek(z) = ke a(z) - (k- 1)z) = k(A= (k—1))cF(z)

ce qui prouve que bck(z) € F' et compte tenu de b(z) = 0, F est stable par b.

Finalement F est non nul et stable & 1a fois par a, b et c il est donc égal 2 E et les vecteurs
c*(z) engendrent E. Si on appelle r le plus petit entier non nul tel que (z,c(z),...,e " (z))
forme un gsystéme libre. Ce sera une base de E et donc r = n. Cette base diagonalise a et donc
a est diagonalisable et ¢ est de rang n — 1. On déduit alors du ITII Z en échangeant les roles de b
et c que b est également de rang n — 1.



